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1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.1

Halle las soluciones del sistema
x = 6x — 3y + 36t
y =2x + y + 5

La solucion del sistema homogéneo es:

x(t) = C193[+30264t
y(t) = Cie¥t+2Ce*.

Buscamos una solucién particular del sistema no homogéneo. Como la
parta no homogenea es lineal buscamos un solucion de la forma

x(t) = ait+by
y(t) = aot+bo.




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.
Ejemplo 1.1 (Continuacion )

x = 6x — 3y + 36t x(1)
y = 2x + y + 5 y(t)

Derivando y sustituyendo en el sistema obtenemos

ajt+ by
aot+ bo.

a; = 6(ait+by) — 3(act+b) + 36t

a = 2(at+b) + at+b, + 5.
o

0 = (681 —3a —|—36)t aF 6by —3bo — a4

0 = (2ay +a2)t + 2by+bo—a>+5.




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.
Ejemplo 1.1 (Continuacion )
Tenemos

0 = (6a;—3a,+36)t + 6by —3bs — a4
0 = (2a1+32)t + 2by+bo—ao+5.

6a; — 3a = -36
2a; + as = 0
— ay + 6b;y — 3b = 0

- a& + 2by + b = -5

Resolviendo el sistema obtenemos

a = —
a
by
b, =

Il
—o o w




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.1 (Continuacion )
Lo cual nos da la solucion particular:

x(t) = -8t
y(t) = 6t + 1.

y la solucion general es:

C1€3t T 3026‘41l — 3t
y(t) = Cie’t + 2CeM + 6t +

x

—~~
~

N—r
I
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1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.1 (Continuacion )

Ahora resolveremos el mismo problema usando Variacién de Parametros.

De la solucion general del sistema homogeneo tenemos la matriz:
3t 4t
e’ 3¢
‘U(t):< &3t it )

Cuya inversa es:
_ —2e3 3e3
v 1(z‘)—< o4 _gdt >

Debemos hallar

/w‘(r)( 365t >dt:/( _22:2: E’Z:i; ) ( 365t )dt




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.1 (Continuacion )
/ —72te~3t + 1573 ot — 24te~3 + 3673 + Cy
36te 4 — 54 T\ 9teH—e 4G,
De donde obtenemos la solucion general
24te3! + 33 + C;
v() ( —9te ™ —e™* 1+ G, >
B et 3e#t 24te=3t + 3¢ 3+ C;
- edt 2e# —9te e 44 G,
. Cq et 4+ 3026‘“ — 3t
- Cie®t + 2Ce* + 6t + 1




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.2

Halle las soluciones del sistema
X = x 4+ y + 50cos(t)
y' = 4x — 2y + 6

La solucion del sistema homogéneo es:

x(t) = —C1673t + CzeZt
y(t) = 4Cie 3t + Cyé?l.

Buscamos una solucién particular del sistema no homogéneo. Como la
parta no homogenea tiene coseno y constante buscamos un solucion de
la forma

x(t) = ajcos(t) + bysen(t) + ¢
y(t) = apcos(t) + bosen(t) + oo




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.2 (Continuacion )

X = x + y + 50cos(t) x(t) = aycos(t)+bysen(t)+cy
y' = 4x — 2y + 6  y(t) = ascos(t)+bssen(t)+co.

Derivando y sustituyendo en el sistema obtenemos

—aq sen(t)+bycos(t) = aj cos(t)+by sen(t)+cy
+ (apcos(t)+bosen(t)+c,) + 50cos(t)

—ap sen(t)+bycos(t) = 4(ay cos(t)+by sen(t)+cq)
— 2(apcos(t)+bssen(t)+c) + 6.
o
0 = (a1 +by1+bo2)sen(t) + (aj+a—by+50)cos(t) + Cci+Co
0 = (ax+4by—2bo)sen(t) + (4a1 —2ap — bo)cos(t) + 4ci—2c,+6.




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.2 (Continuacion )

0 = (a1+by+bo)sen(t) + (ai+ax—bi+50)cos(t) + c1+0
0 = (ax+4b1—2by)sen(t) + (4a;—2ax—bo)cos(t) + 4cy—2c,+6.
a + by + b = 0
a + 4b; — 2bs = 0
a -+ a — b1 = 50
4a;, — 2a - bo = 0
cT + Co = 0
4ci — 2¢ = —6.
Resolviendo el sistema obtenemos
a = —-13|a = -28
by = 9| b = 4
Cch = —1 C = 1.
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1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.2 (Continuacion )
Lo cual nos da la solucion particular:

x(t) = —13cos(tf) + 9sen(t) — 1
y(t) = -—28cos(t) + 4sen(t) + 1

y la solucion general es:

x(t) = —Cie % + Ce® — 13cos(t) + 9sen(t)
y(t) = 4Cie3 + C.e® — 28cos(t) + 4sen(t)

+

1

1.
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1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.2 (Continuacion )

Ahora resolveremos el mismo problema usando Variacion de Parametros.
De la solucion general del sistema homogeneo tenemos la matriz:

_g 3t g2t
‘U(t):( 43t g2t )
Cuya inversa es:
_ 1/ —e¥t ¥
v 1(f):g( 4e-2t g2t >
Debemos hallar
o 50cos(t) _1/‘ -3t 8t
Joro (20 at=5 [ (o o

50cos(t)

) (55 )

(o2}




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.2 (Continuacion )

1/ —50€% cos(t) + 66 ot
5/) \ 200e~?!cos(t)+6e2!

~ 5\ (—40sin(t)+80cos(t)+3)e 2 + C,
De donde obtenemos la solucién general

1( (5sen(t)+15cos(t) —2)e% + Cy )
(

1 (5sen(t) +15cos(t) —2)e% +C
5V < (—40sin(t) +80cos(t)+3)e 2! + c; )

_ 1 —e¥ e (5sen(t) +15cos(t) —2)e% + C;
T 5\ 4% & (—40sin(t) +80cos(t)+3)e 2 + C,

_ —Cie %t + Ce® — 13cos(t) + 9sen(t) — 1
- 4Cie 3t + Cre?! — 28cos(t) + 4sen(t) + 1.

x(t) = —Cie ¥ + Coé* 13cos(t) + 9sen(t) — 1
4Cie 3t + C,e®! — 28cos(t) + 4sen(t) + 1.




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.3

Halle la solucion del sistema
X = —1ix + 7y + 15€% x(0)=3
y' = —-20x + 13y y(0)=1.

La solucion del sistema homogéneo es:

x(t) = 7C1e‘t a4 CQGSt
y(t) = 100167t aF 20263t.

Buscamos una solucion particular del sistema no homogéneo. Como la
parta no homogenea tiene exponenciales buscamos un solucion de la

forma
x(t) = & et

y(t) = axedl.




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.3 (Continuacion )

X = —11x + 7y + 15e°  x(t) = ae*
y' = —-20x + 13y y(t) = 8265t.
Derivando y sustituyendo en el sistema obtenemos
5a1e® = —11a€® + 7ae® + 156
5a,e® = —20a;e® + 13aye’l.
0 = (-16a; + 7a + 15) €%

0 = (—20a; + 8ap ) el




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.3 (Continuacion )

0 = (—16a;+7a,+15)e™
0 = (—20a; +8ap)e’.
—16a; + 7a = -15
—20a; + 8a = 0

Resolviendo el sistema obtenemos

a = —10‘32 = =25




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.3 (Continuacion )
Lo cual nos da la solucion particular:

x(t) = —10€&°
y(t) = —25¢%
y la solucion general es:
x(t) = 7C4 el + CQGSt

y(t)

Evaluando la condicion inicial x(0) = 3, y(0) = 1

10C;4 el + 2Cg€3t

g = 7Cy + C — 10
1 = 106 + 2C, - 25

Lo cual nos da

10e%!

25e°t,

C =

x(t) = 133 — 10e*
y(t) = 2663 — 25




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.3 (Continuacion )

Ahora resolveremos el mismo problema usando Variacion de Parametros.
De la solucion general del sistema homogeneo tenemos la matriz:

7e—t eSt
W“)*<10e4 2&f)
1 2et ¢t
—1
(t) ( 106731‘ 7e73t )
Debemos hallar

155 2t ¢t
/W ”( )w74/<—mam 7673t

Cuya inversa es:

)%




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.
Ejemplo 1.3 (Continuacion )
1 /( 15¢8! ) | ( 5e8+ C; )
2/ \ -75€? 4\ -75€*'+C;,
De donde obtenemos la solucion general

1 568! + Cq
U ( _75€2 1 G, )

1 7et ¥ 568!+ C;
4\ 10et 2% —75e? + Cs

_ 7Cie ! +  Cye’t — 106

- 10Cie! + 2C,e’ — 2565




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.4
Dado el sistema
= X + 4y + 9t2-5
y' = —4x — Ty + 12t-2
verificar que
x(t) = 72 — 2t — 5
y(it)y = -4 + 4t + 2

es una solucion particular y hallar la solucion general.
La solucién del sistema homogéneo es:

x(t) = Cie¥ 4+ Co(te ¥+ e 3
y(t) = —019731 — Cgtei‘?'t.




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.4 (Continuacion )
Sistema

X = x + 4y + 92-5
y = —-4x - 7y + 12t-2
solucion particular
x(t) = 72 — 2t — 5
y(t) = —42 + 4t + 2
Verifiquemos la solucion particular. Derivando tenemos
X(t) = 14t — 2
y'(t) = -8t + 4.

por otro lado, sustituyendo en el sistema tenemos que

X+4y+92 -5 = 72 -2t—-5 + 4(-4t2+4t+2) + 92-5
= 14t—2
—4x—T7y+12t—2 = —4(72-2t-5) — 7(-4+4t4+2) + 12t-2

= —8t+4.




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.4 (Continuacion )
Lo cual nos da la solucién general es:

x(t)y = 7Cet + G + 72 - 2t - 5
y(1) 10Cie ! 4+ 2Ce% — 42 + 4t + 2.




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.5

Halle la solucion del sistema
X = 6x — 4y + 4t x(0)=0
y = x 4+ 2y + 2t-3 y(0)=0.

La solucion del sistema homogéneo es:

x(t) = 2Ce" + C(2te*+e*)
}/(t) = C1e4t ol Cgte‘”.

Buscamos una solucién particular del sistema no homogéneo. Como la
parta no homogenea es lineal buscamos un solucion de la forma

x(t) = ait+b
y(t) = ast+bo.




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.5 (Continuacion )

X = 6x — 4y -+ 4t x(t) = ait+by
y X + 2y + 2t-3 y(t) = apt+bo.
Derivando y sustituyendo en el sistema obtenemos
a; = 6(ait+by) — 4(at+b) + 4t
a = ait+by + 2(&2t—|—b2) + 2t—3.
0 = (6a1—4ax+4)t + 6by —4bo — ay

0 = (a+2a+2)t + bi+2b,—a>,—3.




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.5 (Continuacion )

Tenemos
0 = (6ai—4a+4)t + 6b1 —4bo — ay
0 = (a1+2a2+2)t + by+2b,—a>—3.
6a; — 4a = —4
a; + 2a = -2
— a + 6by — 4b, = 0
— & + by + 2b = 3.

Resolviendo el sistema obtenemos

a = —-1]|a
by = J|b =

|
— ol




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.5 (Continuacion )
Lo cual nos dé la solucion particular:

x(t) = :t 5
y(t) = -3t 1.
y la solucion general es:
x(t) = 2Cie" + Cy(2te*+e*) - ot +
y(t) = Cie + Cote* — It +
Evaluando la condicién inicial x(0) =0, y(0) =0
0 =20 + C + 3 _ G = -
0 = C1 + 1 Cg
Lo cual nos da
x(t) = —%ei; + gtei: R .
yit) = —e* 4+ St — St + 1.

N —

— =




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.6
Halle la solucion del sistema

X\ _ (-1 - X\ L 2cos()
y ] 2 —1 y 0
La solucion del sistema homogéneo es:

x(t) = Cietcos(V2t) + Coe !sen(v/2t)
y(t) = CivV2elsen(v2t) — Cov2e lcos(v2t).

Buscamos una solucion particular del sistema no homogéneo. La matriz
fundamental del sistema es:

W(1) — e tcos(v/2t) e tsen(v/2t) >
()= ( V2etsen(v/2t) —v2e tcos(V2t)




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.6 (Continuacion )
La inversa de V es:

vl =e (

ef(

d

cos(V2t)
sen(v2t) —

cos(V2t)

sen(v/2t)

2cos(v2t)co
2sen(v/2t)co

sen(v/2t)

cos(v2t)

V2
V2

sen(v/2t)

V2
cos(v2t)

V2

o)

|

) (20%3(2‘)

)




1 Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.

Ejemplo 1.6 (Continuacion )
Calculamos:

[oro(*30 )a- o (Zaanims )

e \/Esen(t)sen<\/§t)+cos(t) \/ﬁsen(\/ﬁt>+2003 Va2t
S 2 7\/§cos<x/§t) sen(t) +cos(t) 2$en(\@t)f\@cos V2t

De donde obtenemos la solucién particular

\U(t)/\l/‘1(t)< ZC%S(I) >dt - ( 2sen?t()xf(21():os(t) >

y la solucion general

x(t) = Cietcos(v2t) +  Coelsen(v2t) + 2cos(t)
y(t) = Cyv2elsen(v2t) — Cpv2elcos(v2t) + 2sen(t)+2cos(t).
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